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В данной работе изучается на полуоси краевая задача для операторно-

дифференциального уравнения третьего порядка с разрывным коэффициентом, в крае-
вом условии которой участвует некоторый линейный оператор. С помощью свойств 
операторных коэффициентов уравнения и краевого условия находятся достаточные 
условия корректной и однозначной разрешимости рассматриваемой краевой задачи в 
пространстве типа Соболева. 
 

Ключевые слова: операторно-дифференциальное уравнение, операторно-знач-
ное краевое условие, самосопряженный оператор, пространство типа Соболева, раз-
рывной коэффициент. 
 

Данная работа посвящена исследованию краевой задачи с опера-
торно-значным краевым условием для одного класса операторно-диф-
ференциальных уравнений третьего порядка с разрывным коэффициен-
том. Такие уравнения охватывают некоторые неклассические задачи ма-
тематической физики (см. [1]), исследуемые в неоднородных средах, а 
также уравнения, моделирующие течения жидкости в вязкоупругих де-
формируемых трубках [2]. 

Пусть H  - сепарабельное гильбертово пространство со скалярным 
произведением Hyxyx ∈,),,( , а A  - положительно-определенный са-

мосопряженный оператор в H  ( cEAA ≥= ∗ , 0>c , E  - единичный 
оператор). Под γH  ( 0≥γ ) будем понимать шкалу гильбертовых про-

странств, порожденную оператором A , т.е. )( γ
γ ADH = , 



 56  

),(),( yAxAyx γγ
γ = , ( )γADyx ∈, , при этом в случае 0=γ  считаем, 

что HH =0 , ),(),( 0 yxyx = , ., Hyx ∈  
Обозначим через [ ]( )HbaL ;,2 , +∞≤<≤∞− ba , гильбертово 

пространство всех вектор-функций, определенных на [ ]ba,  со значения-
ми в H  и нормой 
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Следуя книге [3], введем гильбертово пространство 
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }HbaLtuAHbaLtutuHbaW ;,)(,;,)(:)(;, 2

3
2

3
2 ∈∈′′′=  

с нормой 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
( ) 2

12

;,

32

;,;, 22
3

2 HbaLHbaLHbaW
uAuu +′′′= . 

Здесь и в дальнейшем производные понимаются в смысле теории распре-
делений в гильбертовом  пространстве [3]. При −∞=a , +∞=b  будем 
полагать, что ( )( ) ( )HRLHL ;;, 22 ≡+∞∞− , ( )( ) ( )HRWHW ;;, 3

2
3

2 ≡+∞∞− , а 

при 0=a , +∞=b  - [ )( ) ( )HRLHL ;;,0 22 +≡+∞ , [ )( ) ( )HRWHW ;;,0 3
2

3
2 +≡+∞ . 

В дальнейшем через ( )YXL ,  понимаем пространство линейных 
ограниченных операторов, действующих из пространства X  в простран-
ство Y . 

Рассмотрим в пространстве H  задачу 
  )()()()( 3 tftuAttu =+′′′ ρ , +∈Rt ,                                        (1) 
             ( ) ( )00 Tuu =′′ ,                                                                 (2) 

где cEAA ≥= ∗ , 0>c , ( )
2

1
2

5 , HHLT ∈ , αρ =)(t , если 10 ≤≤ t , 

βρ =)(t , если +∞<< t1 , причем α , β  - положительные, вообще го-

воря, не равные друг другу числа, ( ) ( )HRLtf ;2 +∈ , ( ) ( )HRWtu ;3
2 +∈ . 

Определение 1. Если вектор-функция ( ) ( )HRWtu ;3
2 +∈  удовле-

творяет уравнению (1) почти всюду в +R , тогда ее будем называть ре-
гулярным решением уравнения (1). 

Определение 2. Если при любом ( ) ( )HRLtf ;2 +∈  существует 
регулярное решение уравнения (1), которое удовлетворяет краевому ус-
ловию (2) в смысле ( ) 0)(lim

2
10
=−′′

→ Ht
tTutu  и имеет место неравенство 

);();( 2
3
2 HRLHRW fconstu

++
≤ , 

тогда будем говорить, что задача (1), (2) регулярно разрешима. 
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Подобного рода задачи на полуоси для эллиптических операторно-
дифференциальных уравнений второго порядка рассмотрены в работах 
[4-6]. Отметим, что задача (1), (2) исследована в случае 0=T  в работах 
[7, 8], а когда 1)( ≡tρ , +∈Rt , и 0=T  - в работе [9]. 

В этой работе с помощью свойств операторных коэффициентов 
уравнения (1) и краевого условия (2) мы получим условия регулярной 
разрешимости данной краевой задачи. 

С этой целью, обозначим диктуемое краевым условием (2) подпро-
странство пространства ( )HRW ;3

2 +  через 
( ) ( ) ( ){ })0()0(,;:);( 3

2
3
,2 TuuHRWtutuHRW T =′′∈= ++ , 

а через 0P  оператор, действующий из пространства );(3
,2 HRW T +  в про-

странство ( )HRL ;2 +  по правилу 

)()()()( 3
0 tuAttutuP ρ+′′′= , ( ) ( )HRWtu T ;3

,2 +∈ . 

Теорема 1. Пусть cEAA ≥= ∗ , 0>c , ( )
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ограниченно обратим в пространстве 
2

5H , где i
2
3

2
1

1 +=ω  и 

i
2
3

2
1

2 −=ω . Тогда уравнение 00 =uP  имеет единственное нулевое ре-

шение из пространства );(3
,2 HRW T + . 

Доказательство. Общее решение уравнения ( ) 00 =tuP  из про-

странства );(3
2 HRW +  имеет следующий вид [8]: 
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где векторы 
2

5Hk ∈ϕ , 3,2,1,0=k , определяются из краевого условия (2) 

и из условия );()( 3
20 HRWtu +∈ . Следовательно, для определения векто-

ров kϕ , 3,2,1,0=k , имеем следующие соотношения: 
( ) ( )00 1,01,0 Tuu =′′ , ( ) ( )11 2,01,0 uu = , ( ) ( )11 2,01,0 uu ′=′ , ( ) ( )11 2,01,0 uu ′′=′′ . 
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Из этих соотношений получаем следующую систему уравнений относи-
тельно kϕ , 3,2,1,0=k : 

 

( ) ( )











=++
−=++−

=++
++=++

−

−

−

−−−−

.
,

,
,

3
3 2

2
2
2

3 2
1

2
1

3 2
0

3 2
3

3
22

3
11

3
0

3

3210

2102
2
21

2
10

23 2

3

3

3

2
3

1
3

2
3

1
3

ϕβϕωαϕωαϕα
ϕβϕωαϕωαϕα

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕωϕωϕα

α

α

α

ωαωαωαωα

A

A

A

AAAA

e
e

e
eeTeeA

 (3) 

Из этой системы, в свою очередь, следует, что 
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Таким образом, 
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Поскольку по условию теоремы βα ,T  ограниченно обратим в пространст-

ве 
2

5H , то из уравнения (4) вытекает, что 00 =ϕ . Следовательно, 

0321 === ϕϕϕ , т.е. 0)(0 =tu . Теорема доказана. 
Перейдем к рассмотрению вопроса регулярной разрешимости за-

дачи (1), (2). 
Теорема 2. Задача (1), (2) при выполнении условий теоремы 1 ре-

гулярно разрешима. 
Доказательство. Покажем, что уравнение ( ) ( )tftuP =0  имеет 

решение ( ) );(3
,2 HRWtu T +∈  при любом ( ) ( )HRLtf ;2 +∈ . Прежде про-
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должим вектор-функцию ( )tf  нулем для 0<t . Пусть ( )ξf̂  есть преоб-
разование Фурье вектор-функции ( )tf , т.е. 

( ) ( )∫
+∞

∞−

−= dtetff tiξ

π
ξ

2
1ˆ , 

где интеграл в правой части понимается в смысле сходимости в среднем в 
H . Тогда, применяя прямое и обратное преобразования Фурье, становит-
ся ясно, что вектор-функции 
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удовлетворяют уравнениям 
( ) ( ) ( )tftA
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=+ υαυ 3
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соответственно, почти всюду в R . Докажем, что ( )t1υ  и ( )t2υ  принадле-

жат ( )HRW ;3
2 . По теореме Планшереля 
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где ( )ξυ1ˆ  есть преобразование Фурье функции ( )t1υ . Поскольку 
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Из спектральной теории самосопряженных операторов следует, что 
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Следовательно, из (5) вытекает, что ( ) ( )HRLi ;ˆ 21
3 ∈− ξυξ . Поскольку 
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то опять-таки из спектральной теории самосопряженных операторов име-
ем: 
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Тем самым, из (6) следует, что ( ) ( )HRLA ;ˆ 21
3 ∈ξυ . Следовательно, 

( ) ( )HRWt ;3
21 ∈υ . Таким же образом ( ) ( )HRWt ;3

22 ∈υ . 
Обозначим сужение вектор-функции ( )t1υ  на [ )1,0  через ( )tuα , а 

сужение вектор-функции ( )t2υ  на ( )+∞,1  через ( )tuβ . Очевидно, что 
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где 

2
5Hk ∈ψ , 3,2,1,0=k . Векторы kψ , 3,2,1,0=k , определяем из усло-

вия ( ) );(3
,2 HRWtu T +∈ , т.е. из следующих соотношений: 

( ) ( )00 11 Tuu =′′ , ( ) ( )11 21 uu = , ( ) ( )11 21 uu ′=′ , ( ) ( )11 21 uu ′′=′′ . 
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Отсюда относительно kψ , 3,2,1,0=k , имеем следующую систему урав-
нений: 
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Из этой системы получаем: 
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Так как ( ) [ )( )HWtu ;1,03

2∈α  и ( ) ( )( )HWtu ;,13
2 +∞∈β , то по теореме о 

следах [3] ( ))0()0(2
αα uTuA ′′−− , )1()1( αβ uu − , ( ))1()1(1

αβ uuA ′−′−  и 

( ))1()1(2
αβ uuA ′′−′′−  принадлежат 

2
5H . Тогда через эти величины, дейст-

вуя также как в системе (3), при этом, принимая во внимание, что опера-
тор βα ,T  ограниченно обратим в пространстве 

2
5H , явно можно найти 

векторы kψ , 3,2,1,0=k , причем все 
2

5Hk ∈ψ , 3,2,1,0=k . Следова-

тельно, );()( 3
2 HRWtu +∈ , удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в 

+R  и условию (2). 
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имеет лишь нулевое решение из пространства );(3
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Теперь покажем, что оператор );();(: 2
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ляется ограниченным. Действительно, при ( ) );(3
,2 HRWtu T +∈  имеем: 
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Таким образом, по теореме Банаха об обратном операторе сущест-
вует );();(: 3

,22
1

0 HRWHRLP T ++
− →  и он ограничен. Отсюда следует, 

что 

);();( 2
3
2 HRLHRW fconstu

++
≤ . 

Теорема доказана. 
На основании теорем 1 и 2 сформулируем следующее утвержде-

ние. 
Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда опера-

тор 0P  осуществляет изоморфизм между пространствами );(3
,2 HRW T +  

и ( )HRL ;2 + . 
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KƏSİLƏN ƏMSALLI ÜÇÜNCÜ TƏRTİB OPERATOR-DİFERENSİAL TƏNLİK 
ÜÇÜN SƏRHƏD ŞƏRTİ OPERATOR QİYMƏTLİ MƏSƏLƏSİNİN HƏLL 

OLUNMASI HAQQINDA 
 

A.R.ƏLİYEV, N.L.MURADOVA 
 

XÜLASƏ 
 

Təqdim olunmuş işdə sərhəd şərtində müəyyən xətti operator iştirak etdiyi kəsilən 
əmsallı üçüncü tərtib operator-diferensial tənlik üçün yarımoxda sərhəd məsələsi öyrənilir. 
Tənlikdə və sərhəd şərtində iştirak edən operator əmsalların xassələri ilə baxılan sərhəd 
məsələsinin Sobolev tipli fəzada korrekt və birqiymətli həll olunması üçün kafi şərtlər tapılır. 
 

Açar sözlər: operator-diferensial tənlik, operator qiymətli sərhəd şərti, öz-özünə 
qoşma operator, Sobolev tipli fəza, kəsilən əmsal. 
 
 

SOLVABILITY OF A PROBLEM WITH AN OPERATOR-VALUED BOUNDARY 
CONDITION FOR A THIRD ORDER OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATION 

WITH A DISCONTINUOUS COEFFICIENT 
 

A.R.ALIYEV, N.L.MURADOVA 
 

SUMMARY 
 

In this paper, we study a boundary value problem on a semiaxis for a third order oper-
ator-differential equation with discontinuous coefficient and the boundary condition that in-
volves a linear operator. By means of the properties of operator coefficients of the equation and 
the boundary condition, we find sufficient conditions of the well-posed and unique solvability 
of the considered boundary value problem in a Sobolev-type space. 
 

Key words: operator-differential equation, operator-valued boundary condition, self-
adjoint operator, the Sobolev-type space, discontinuous coefficient. 

 
 
Поступила в редакцию: 09.04.2013 г. 
Подписано к печати: 24.05.2013 г. 
 

 


